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具有连续变量的脉冲偏差分方程解的振动性

司文艺, � 侯成敏
(延边大学 数学系, 吉林 延吉 � 133002)

摘 � 要: 考虑一类具有连续变量的脉冲偏差分方程

�
A ( x+ �, y ) + A (x, y+ �)- A ( x, y ) + p (x, y )A (x - r�, y- l�) = 0, x�x0; y�y0 - �, x� xk,

A ( xk + �, y ) + A (xk, y+ �) - A (xk, y ) = bkA (xk, y ), �y � [y0 - �, � ), k� N ( 1).

其中 p ( x, y )� 0是 [ x0, � ) � [ y0 - �, � )上的非负连续函数, �> 0, bk 是常数, r和 l是正整数, 0�

x0 < x1 < �< xk < �, 且 lim
k� �

xk = � . 获得了此类方程所有解是振动的充分条件.
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1� 问题的提出

定义 R为所有实数的集合, N为所有整数的集

合. 对任意 a � R, 令 N ( a) = { a, a + 1, �, }. 对任

意 x, �� R, r � R ( 1), 令 N ( x - r�, x ) = { x- r�, x -

( r- 1) �, �, x }.

考虑具有连续变量的脉冲偏差分方程

A ( x+ �, y ) + A (x, y+ �) - A ( x, y ) +

� p ( x, y )A ( x- r�, y- l�) = 0,

� x�x0; y�y0 - �, x� xk,

A ( xk + �, y )+ A ( xk, y + �) - A (xk, y ) =

� bkA (xk, y ), � y� [y0 - �, � ), k� N (1).

( 1)

其中 p (x, y )�0在 [ x0, � ) � [ y0 - �, � )上连续, �>

0, bk是常数, r和 l是正整数, 0� x0 < x1 < �< xk <

�,且 lim
k� �

xk = � . 对任意 x0, y0 � 0, 令 �( x
0
, y

0
) =

{ �: �0�R |对任意 x � [ x0 - r�, x0 ] , � ( x, y )关于 y

连续. 对任意 ( x, y ) � �0, � (x, y )是有限的. 对任意

y � [ y - ( l+ 1) �, y 0 - �]和 x � [ x0 - r�, x0 ] , � ( x,

y )的右极限 � ( x
+
, y )和左极限 � ( x

-
, y )存在, 且 �

( ( x0 - r�)
+
, y )和 � (x

-
0 , y )也存在 }. 其中

�0 = { ( x, y ) |x�x0 - r�, y�y0 -

( l+ 1)�} \ { ( x, y ) |x�x0, y�y0 }.

定义 1. 对于给定的 x0 � 0, y0 � 0和 � �

�(x 0, y0)
, 如果实值函数 A (x, y )定义在 [x0 - r�, � ) �

[ y0 - ( l+ 1) �, � )上, 并且满足方程 ( 1)和初值条

件

A (x, y ) = � ( x, y ), ( x, y ) � � 0, ( 2)

则称 A ( x, y )是方程 (1)的一个解.

对给定的 x 0� 0, y0�0和 � � �( x0, y0)
, 通过递推

方法可知,方程 (1)的解存在且唯一.

定义 2. 如果方程 ( 1)的解既不是最终正解也

不是最终负解,则称它是振动的;否则,称它是非振

动的.

当 { xk } = �, 即 { xk }是空集时,方程 ( 1)可以化

简为偏差分方程

A (x + �, y ) + A ( x, y+ �) - A ( x, y ) + p ( x, y )�

A (x - r�, y - l�) = 0, x�x0, y�y0 - �. ( 3)

具有连续变量的非脉冲偏差分方程的振动性已经被

很多学者所研究,例如,参看文献 [ 1 - 4] . 然而, 目

前, 对具有连续变量的脉冲时滞差分方程的研究却

很少. 如果存在正整数序列 {m k },使得当 k� � 时,

m k� � , bmk
� - 1, 那么方程 ( 1)的所有解都是振动

的. 因此,我们总假设对任意 k � N (1),有 bk > - 1.
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2� 主要结果

在本文,为了方便我们令

�
{x
k
} � N (x- r�, x- �) = �

(1+ bk )
- 1 � 1, (1+ bs )

- l

x= x s� { xk } � 1.

下面的定理给出了方程 ( 1)的解是振动的充分

条件.

定理 1. 假设

( � ) lim
( x, y)� �

sup [ (1+ bs )
- l

x= x s� { xk } �
x
k
� N (x- r�, x- �)

( 1+

bk )
- 1
] < � , ( 4)

(� ) lim
( x, y) � �

inf �
i� N (x- r�, x- �)

i� {x k }

p ( i, y - l�) +

�
j� N (y- l�, y- �)

x � { x
k
}

p (x, j ) � ( 1+ bs )
- l

x= x
s
� { x

k
}�

�
xk � N ( x-r�, x- �)

( 1+ bk )
- 1

>
( r+ l)

r+ l+ 1

( r+ l+ 1)
r+ l+ 1. ( 5)

则方程 ( 1)的所有解都是振动的.

证明. 如若不然,不妨假设存在方程 (1)的最终

正解 A ( x, y ). 不失一般性, 假设对 x�x0 - r�, y�
y 0 - ( l+ 1) �,有 A (x, y ) > 0. 令

w ( x, y ) =
A ( x- r�, y- l�)

A ( x, y )
, x�x0, y�y0 - �, ( 6)

由方程 ( 1)得,

A (x + �, y ) + A ( x, y+ �)
A ( x, y )

=

1- p (x, y )w (x, y ), x� xk,

且
A ( xk + �, y ) + A ( xk, y+ �)

A (xk, y )
= 1+ bk.

因此

A (x, y )

A ( x+ �, y )
� [ 1- p ( x, y )w ( x, y ) ]

- 1
, x� xk,

( 7)

A (x, y )
A ( x, y+ �)

� [ 1- p ( x, y )w ( x, y ) ]
- 1
, x� xk,

( 8)

A (xk, y )

A (xk + �, y )
�(1+ bk )

- 1
,
A (xk, y+ �)
A (xk, y )

� (1+ bk )
- 1
.

( 9)

根据方程 (7)、(8)、( 9), 可得

w (x, y ) =
A (x - r�, y- l�)

A ( x, y )
=

A ( x- r�, y- l�)
A (x - ( r- 1)�, y- l�)

A ( x- ( r- 1) �, y- l�)
A ( x- ( r- 2) �, y- l�)

�

A ( x, y - l�)
A ( x, y- ( l- 1)�)

A ( x, y - ( l- 1) �)
A ( x, y - ( l- 2) �)

�

A ( x, y - �)
A ( x, y )

= �
i� N ( x- r�, x- �)

A ( i+ �, y - l�)
A ( i, y- l�)

- 1

�

�
j� N (y- l�, y- �)

A (x, j+ �)
A (x, j)

- 1

= �
i� N ( x- r�, x- �)

i� { x
k
}

�

(1- p ( i, y - l�)w ( i, y- l�) )
- 1 � �

j� N ( y- l�, y- �)
x� { xk }

�

(1- p ( x, j)w ( x, j ) )
- 1 � (1+ bs )

- l

x= x s� { xk }�

�
x k� N (x- r�, x- �)

( 1+ bk )
- 1
.

利用算数平均值和几何平均值的不等式,可以得到

w (x, y )� 1-
1
r+ l �

i� N ( x-r�, x- �)
i� { xk }

p ( i, y - l�)�

w ( i, y- l�)+ �
j� N ( y- l�, y- �)

x� { xk }

p ( x, j )w (x, j)

- r- l

�

( 1+ bs )
- l

x = x s� {xk } �
xk � N ( x- r�, x- �)

( 1+ bk )
- 1
.

由方程 ( 1)知,

0� �
i� N ( x- r�, x-�)

i� { xk }

p ( i, y- l�)w ( i, y- l�) +

�
j� N ( y- l�, y- �)

x� { xk }

p ( x, j)w ( x, j ) < r+ 1.

运用不等式

1-
c

r+ l

- r- l

� ( r+ l+ 1)
r+ l+ 1

( r+ l )
r + l+ 1 c(0� c< r+ l ),

我们得到

w ( x, y )� ( r+ l+ 1)
r + l+ 1

( r+ l)
r + l+ 1 �

i� N (x- r�, x- �)
i� {x k }

p ( i, y-

l�)w ( i, y- l�) + �
j � N ( y- l�, y-�)

x� {x k }

p ( x, j)w (x, j) �

( 1+ bs )
- l

x= x s� { xk } �
x k� N (x- r�, x- �)

(1+ bk )
- 1�

( r+ l+ 1)
r + l+ 1

( r+ l )
r+ l+ 1 (1+ bs )

- l

x= xs� { xk } �
xk� N ( x- r�, x-�)

( 1+

bk )
- 1
{m in(w ( i, j) | ( i, j) � N (x - r�, x )N ( y-

l�, y- �) } }.

由方程 ( 5),选取常数 �> 1和 X 0, Y0 > 0,使得

( r+ l+ 1)
r+ l+ 1

( r+ l )
r+ l+ 1 �

i� N ( x- r�, x- �)
i� { xk }

p ( i, y - l�) +

�
j� N (y- l�, y- �)

x� { xk }

p ( x, j) (1+ bs )
- l

x= xs� { xk } �
x
k
� N ( x- r�, x- �)

�
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(1+ bk )
- 1

> �> 1, x >X 0, y > Y0.

因此

w (x, y )��m in{w ( i, j) |( i, j ) �

N (x - r�, x )N ( y- l�, y- �) }, x> X 0, y> Y0.

(10)

令 lim
( x, y)� �

infw ( x, y ) = �0. 由方程 ( 4)和 ( 5),可得

lim
( x, y)� �

inf �
i� N (x- l�, x- �)

i� { xk }

p ( i, y - l�) +

�
j� N ( y- l�, y- �)

x� { xk }

p (x, j) > 0.

故可以选取常数 a> 0和 X 1, Y1 > 0, 使得对 x > X 1, y

> Y1,有

�
i� N (x- r�, x- �)

i� { x
k
}

p ( i, y- l�) + �
j� N ( y- r�, y-�)

x� { x
k
}

p (x, j )�a> 0.

因此, 对任意 x> X 1, y> Y1存在实数 x
*
, y

*
,使得

p (x
*
, y - l�)� a

r+ l
,

x
* � N ( x- r�, x- �), x

* � {xk },

或

p (x, y
*
)� a

r+ l
, y

* � N ( y- l�, y- �), x � {xk }.

所以

a

r+ l
� p ( x*

, y- l�) =

-
A ( x

*
+ �, y- l�) + A ( x

*
, y- ( l- 1)�)

A (x
*

- r�, y- 2l�)
+

A (x
*
, y- l�)

A (x
*

- r�, y- 2l�)
� A ( x

*
, y- l�)

A ( x
*

- r�, y- 2l�)
=

w
- 1
( x

*
, y - l�),

w (x
*
, y- l�) � r+ l

a
, x >X 1, y > Y1,

或

a

r+ l
� p (x, y*

)= -
A (x+ �, y

*
) +A (x, y

*
+ �)

A (x- r�, y
*

- l�)
+

A ( x, y
*
)

A (x- r�, y
*

- l�)
� A (x, y

*
)

A (x- r�, y
*

- l�)
=

w
- 1
(x, y

*
),

w (x, y
*
) � r+ l

a
, x >X 1, y> Y1.

由上面的形式可知 �0 < � . 下面证明 �0 > 0. 如若

不然, 假设 lim
( x, y )� �

infw (x, y ) = 0, 存在正的实数序列

{ sk }和 { tk }, sk < sk+ 1, tk < tk + 1, sk, tk � � , k� � ,并且

w ( sk, tk ) = m in{w (x, y ) | ( x, y ) �

N ( x0, sk )N (y0 - �, tk ) }.

注意方程 ( 10 ), 可以看到 w ( sk, tk ) ��w ( sk,

tk ). 这与 0< �0 < � 矛盾. 由 lim
( x, y )� �

infw ( x, y ) = �0

可知,对于每个实数 �( 0< �< 1),存在 X, Y > 0, 使

得 w ( x, y )���0, x> X, y> Y. 由 (10)可得 w ( x, y )

��� 0, x> m ax{X 0, X + r�}, y> m ax { Y0, Y+ l�}.

因此,可以得到 lim
( x, y)� �

infw (x, y )��� 0. 令 ��

1,则可以得到 �0���0, 矛盾. 故定理 1的证明完

成.

推论 1. 假设

(�) xk+ 1 - xk�T, r�< T, 0� bk � M, k= 1, 2, �,

(� ) lmi
(x, y )��

inf
( r+ l+ 1)

r+ l+ 1

( r+ l)
r+ l+ 1 p (x, y ) > 1+M.

则方程 ( 1)的所有解都是振动的.

推论 2. 假设

(� ) xk + 1 - xk�T, r�< T, bk�0, k= 1, 2, �,

lim
k� �

bk = 0, p ( x, y ) � p,

(� ) p
( r+ l+ 1)

r+ l+ 1

( r+ l )
r+ l+ 1 > 1.

则方程 ( 1)的所有解都是振动的.

推论 3. 假设

lim
(x, y )� �

inf �
i� N ( x- r�, x-�)

p ( i, y- l�) +

�
j � N ( y-r�, y-�)

p ( x, j) >
( r+ l)

r + l+ 1

( r+ l+ 1)
r+ l+ 1.

则方程 ( 3)的所有解都是振动的.

例子. 考虑方程

A (x + 1, y ) + A ( x, y+ 1) - A ( x, y ) + 1

5
3A (x -

� 2, y- 2) = 0, x�x0, y�y0 - S, xX 3k,

A (3k+ 1, y ) + A ( 3k, y+ 1) - A (3k, y ) =

 
1
2
A ( 3k, y ), P y I [ y0 - S, ] ), kI N ( 1).

根据推论 1可知,此方程的所有解都是振动的.
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equation w ith continuous variab le

 
A ( x+ S, y ) + A (x, y+ S)- A ( x, y ) + p (x, y )A (x - rS, y- lS) = 0, x \ x0; y\ y0 - S, xX xk,

A ( xk + S, y ) + A (xk, y+ S) - A (xk, y ) = bkA (xk, y ), P y I [y0 - S, ] ), kI N ( 1).

W here p ( x, y ) \ 0 is continuous on [ x0, ] ) @[y0 - S, ] ), S> 0, bk are constants, r and l are positive

integers, 0[ x0 < x1 < , < xk < , w ith lim
ky ]

xk = ] .
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TRAFFIC VOLUME FORECAST BASED ON COMBINED MODELS

OF GRAY SYSTEM SAND ARTIFICIAL NEURAL NETWORKS

YAN Le i

( Colleg e of M athematics and Phy sics, Chongq ing University, Chongq ing 400044, Ch ina)

Abstract: In the long2term forecasting w ork, the orig inal data has the characterist ics of random ic ity and

non2linear m ovem en,t and also the capacity of ava ilab le study sam p les is sm all and in form ation is insuffi2

cien.t The bayesian2regularization neural netw ork possesses the characteristics o f strong nonlinear fitting

and the capab ilities of ex cellent generalization. Unbiased GM ( 1, 1) can use few data to constructm od2

els, it can w eaken the random ic ity o f the orig ina l data and strengthen regularity, and a lso can e lim inate

the inheren t dev iation of the convent iona lGM ( 1, 1) m ode.l M ak ing the best use of them erits o f the tw o,

the comb ined mode l of unbiased GM ( 1, 1) and bayesian2regularization neura l netw ork are constructed

and put into real traffic forecast ing work. By contrastingw ith BP netw ork, the result show s that this mode l

is feasible and effic ien,t the accuracy of forecasting is also increased.

Key words: unbiased GM ( 1, 1) m ode;l bayesian2regu larizat ion; neura l netwo rks; traff ic volum e fore2

cast ing
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